IUT ORSAY ~ Coursdu
Mesures Physiques 2°M semestre

Intégrales triples
Calcul de volumes et d’hyper-volumes

A. Domaine « cubable »

On dit qu'un domaine est cubable quand son voluend gtre approché par une subdivision en petitégpav
obtenus en partageant I'espace par trois famileepldns, les premiers d’abscisse constante, lemdsc
d’ordonnée constante et les troisiemes de cotaamas.. c'est la généralisation a I'espace de loonale
domaine quarrable.

B. Expression intégrale du volume d’un domaine cuba ble

B-I. Elément de volume en coordonnées cartésiennes
En coordonnées cartésiennes, I'élément de volumexelydz et le volume d’'un domain® peut donc se

noter '[J.J.D dxdydz ou cette notation montre que le volume s’obtienttpois intégrations successives, I'une

pour dx, I'autre pourdy et la troisieme poudz.

B-II. Changement de coordonnées

On définit le Jacobien du changement de coordonfiées z) - (u,v,w) comme I'expressiond (X, Y, Z)
telle que :

u ou du
ox o0y o0z
ov o0v ov

Jxvy,z)=l— — —|.

(xy.2) ox oy o0z
w ow ow
ox o0y 0z

Comme pour les intégrales doubles ou ce Jacobienegped’adapter la taille de I'élément de surface au
moment d'un changement de coordonnées, il permetl'éaclapter la taille d’un élément de volume :

dudvdw = |J(x, Y, z)| dxdydz pourvu que dans le domaine considéré le Jacofigede un signe constant...

X=r.cos@)
a. Cas des coordonnées cylindriques : < y=r.sin@)
z=12

On obtient J(r,8,z)=r doncdxdydz=r.drd&dz

x=r.sin(@)cosf
b. Cas des coordonnées sphériques : < y=r.sin@)sing)
z=r.cos@)

On obtientJ(r,8,¢) =r?sin@) donc dxdydz =r?.sin@)drd&d¢g
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C. Méthodes de calcul des intégrales triples

C-l. Intégrales itérées

Si pour z fixé entre les bornes et : y varie entrey,.(z ety (» oU ces expressions sont des

max ! max

fonctions continues de et si de plus poury et z fixés respectivement entre les borngsz et y_ (2

d’'une part et et . dautre part,X varie entre les borneg, .z et x__(v.2) vy, (22 OU Ces expressions
sont des fonctions continues geet z, alors :

[, sez= [ o

Zmin ymin(z) ><min(yvz)
Remarque : Bien entendu cette méthode se dédlivand I'ordre dans lequel il est le plus intéredgsa
d’effectuer les intégrations... En général, on indégin dernier (intégrale extérieure) suivant laalde dont
les bornes sont les plus simples, si possible antest.

C-Il. Intégrales « en tranches »
Si les coupes du domaine poar fixé entre les bornes etz ont une forme simple (carrés, disques,
triangles) on appell®, le domaine ol varient et Yy lorsque z est choisi eton a :

(I dxdydz:j:“ ([, axdy)dz

L'intégrale triple est donc devenue « une intégsateple d’intégrale double » : on dit qu'on pratqune
intégration « en tranches ».

C-I. Intégrales « en piles »
Si la projection du domaine dans le pla@y estA et si pour tout coupl€X, y) choisi dansA la variable
Z varie entrez_ (x.y) €t z_ (xy) OU ces expressions sont des fonctions continues efey alors on a :

dxdydz= || (| ™ ~ dz)dxdy
III, ma.,

in (X,¥)
L’intégrale triple est devenue « une intégrale deuliintégrale simple » : on dit qu’on a pratiquéeu
intégration « en piles » ou « en batons ».

D. Généralisation de I'intégrale triple
Si f(X,Y,z) est une fonction continue dans le domalde on peut appliquer la méthode de Riemann au
calcul dem'D f(X,y,z)dxdydz ... Cette intégrale ne calcule plus un volume, laetision physique n’est

plus celle d’'un volume. Les méthodes de calcué(riles itérées, intégrales « en tranches », algx en
piles ») restent valables.

E. Quelques intégrales triples et des applications...

E-l. Calculde | = J'J'jD zdxdydz dans deux cas "biens pour des tranches"

1) D estle domaine limité par la surfacéqllatiorz = +x*>-y? et le plan=

2) D estle domaine limité par la surfacégliationx® + y* =1 et les plarv%
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E-Il. Calculde | = J:UD (x* + y?).dxdydz dans deux cas "biens pour des piles"

2

1) D est le domaine limité par la surfacéqilatiorz =/ +x*-y* et le plan=
e } , z=-1-
2) D estle domaine limité par la surfacégliationx’ + y* =1 et les plan% 1+ y
z=1+y

E-III. Calculs dans des cas ou il faut se débrouill  er...

1) L'intégrale | s’écritJ‘OZa (I: (IX Xyz.dz)dy)dx
y

¢ Préciser le domaine d'intégration
¢ Ré-exprimer I'intégrale de cing autres facons eangeant I'ordre d’'intégration
¢ Calculer I'intégrale

2)  Prouver quem'D x.dxdydzzsi5 avecD={x+zs 17> Ox=2y* y= })

3)  Prouver quem'D z.dxdydz:% avech{xz Oy= 0z< ty® x+y< }1

F. Notion de centre d’inertie

F-1. Rappels

Barycentre de deux points (cours d& pa partir du porteur d’eau et de la conditionodiiébre.
Barycentre de n points (cours dé€°) a partir de I'équilibre d’'une plaque soumiseaistforces verticales et
de la condition d'équilibre.

n
Zai OA
Formule OG =-=——— (cours de terminale)
n n n
Z f Dlax, a.y, a, z,
= ) ) — =l cy, =1 ey —i=l
...et son expression en séparant les coordonnées 1) % n Yo n % n
2a a, 2a
i=1 i=1 i=1

Généralisation : La masse est répartie dans I'ebigett'un domaine, on ne peut plus numéroter lestpalu
domaine... La somme discréte est remplacée par unmeaontinue (une intégrale) ou les coefficients so
de la formedm= p(X, Y, z).dxdydz, la fonctiono(X, y,z) représentant la densité volumique de masse, et
dxdydzI'élément de volume si bien qudm représente I'élément de masse au pbiy, z) .

Les formules deviennent...

...pour un objet a trois dimensions :
_ IHD X.0(X, y,z)dxdydz. _ HjD y.,o(x,y,z)dxdydz_ _ ”jD zp K,y Z )dxdydz

- Iijp(x, Yy, Z).dxdydz Yo m-Dp(x,y,z)dxdydz % T H'[Dp(x,y,z)dxdydz

...et pour un objet a deux dimensions :
_Jlgxpxy)ddy [ yo(.y)dxdy

T peyady ¢ [ plcy)axdy

Remarque : Quel que soit le nombre de dimensierdghominateur correspond toujours a la masse taéal
I'objet. C’est la somme, dans I'objet, de tous ¢kna.
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F-11. Exercices

a. Cas d'un cbne

Le cone C est compris entre la surface d'équatisri—+/x° + y* et le planz=0.

1) Si la densité volumique de masse au point M(x;gst)égale a 1, quelles sont les coordonnées de son
centre d'inertie ?

2) Si la densité volumique de masse au point M(x;gst) égale az quelles sont les coordonnées de son
centre d'inertie ?

b. Cas d’'une demi boule

La demi boule de centre O(0 ;0 ;0) et de rayortudésidans le demi espaze< 0 a une densité uniforme.
Quelles sont les coordonnées de son centre dénerti

c. Cas d'un « culbuto »

Un culbuto est constitué d’'une demi sphere homodgéomme celle utilisée au B2) surmontée d’'un cbéne
homogéne aussi (comme celui utilisé au B1). La ket dans une matiére dont la densité volumigue d
masse est 3 et le cone dans une matiere dont kit@emlumiqgue de masse est 1. Quelles sont les
coordonnées du centre d’inertie du culbuto.

d. Cas d’'un disque évidé

On utilise un disque de centre O(0 ;0) et de rago&e disque est homogéne dans une matiére dont la
densité surfacique de masse est 1. On évide cead&sycréant un trou de forme circulaire a I'emghaent
du disque de centre I(1 ;0) et de rayon 1. Oueesehtre d’'inertie de ce disque évidé ?

G. Notion de moment d’inertie

G-l Le cas physique : par rapport a un axe

On sait que faire tourner une masse autour d'un axe est d’autant plus difficile (c’éstdire demande
d’autant plus d’'efforts) quen est grand et que la distance de cette masseead@&xotation est grande.
En fait, si on noteA I'axe de rotation et la distance du poinM portant la massen, I'effort pour faire

tournerM autour deA estmr?.
Cet effort est nommé moment d’inertie du pdwit par rapport a I'axe\ .
On admet que si on veut faire tourner plusieurstsd¥l; (du méme solide) pour=1.n autour du méme

axe A, l'effort global a fournir est la somme des effo& fournir pour faire tourner séparément chaque
n
point : Moment = Y mr?.
i=1
Lorsqu’un solide S est continu, la masse est rigpdans I'ensemble de ce solide et, en notex, y, z) la
densité de masse en tout poMit(X, ¥, z), on obtient la formule de définition :

Momentg,, = ”Lé'(x,y,z)dxdydz.( distM &y z)A )
formule qui s’écrit plus banalement :

Moment g ,, = jjjsrza(x,y,z)dxdydz

ou r? est bien entendu le carré de la distance du pdifx, y,z) & 'axe A. Par exemple, si I'axé\ est
l'axe Oy, on ar? = x>+ z°.

Si le solide n’est qu'a deux dimensions (par exemyle plague métallique « fine ») la masse n’qsirtie
gu’en deux dimensions et la densité de masse eddemsité surfacique...
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G-Il Généralisations mathématiques : par rapport a un plan ou un point
La notion physique de rotation n'a de sens parodpp un axe, mais les matheux (qui ne sont pas des
expérimentateurs) ont généralisé cette notion denend en imaginant que les distances ne soient plus
calculées par rapport & un axe mais plutét para@pun plan ou par rapport & un point.
La formule de définition reste exactement la méme :

Si P est un plan, le moment d'inertie du soliepar rapport &P est
Moment g, = 'm.srzrf(x,y,Z)dxdydz

ou r? est le carré de la distance du pdi{X, y,z) au planP .

Si | est un point, le moment d’inertie du soli@epar rapport d est
Moment g, = J'Hsrzd(x,y,z)dxdydz

ou r? est le carré de la distance du pdin(x, y, z) au pointl .

G-lIl. Moment d’inertie par rapport a un axe

1) Une tige matérielle homogéne de longu@lirest placée perpendiculairement a I'axe de rotat@mnmé
A. Si Apasse par une extrémité de la tige, quelle eslmant d’inertie de cette tige ? EtAi passe
par le milieu de la tige..?

2) Un disque matériel de rayon R tourne autour d’'um Axpassant par un point de la circonférence de ce
disque. Si A est dans le plan du disque, quel est le momemeie du disque ? Et i est
perpendiculaire au plan du disque ?

G-IV. Moments d’inertie par rapport & un point

1) Unesphére 2 homogéne a pour rayon 1. Quel est son moment téngar rapport a son centre ?

2) Uneboule B homogéne a pour rayon 1. Quel est son moment déngar rapport a son centre ?

3) P est une plague homogéne, carrée, de c6té 1 e@usbn moment d’inertie par rapport a son ceniie ?
par rapport & 'un de ses sommets ? Et par rappantde ses cotés ?

G-V. Moments d’inertie par rapport a un plan

1) Une tige matérielle homogene a pour longu2lur Elle est placée perpendiculairement a un plasi P.
passe par une extrémité de la tige, quelle esblaent d’inertie de cette tige ? Et si P passeaiilieu
de latige...? Et si P contient la tige ?

2) Une sphére homogéne a pour rayon 1. Quel est son moment dénpar rapport a un plan qui
contient son centre ? Et par rapport a un plangiaing la sphére ?

3) Une bouleB homogéne a pour rayon 1. Quel est son moment téngar rapport a un plan qui contient
son centre ? Et par rapport a un plan tangenbéauée
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