IUT ORSAY ~ Coursdu
Mesures Physiques °'Z semestre

Intégrales doubles
Calcul d'aires et de volumes

A. Notion d’'intégrale double

A-l. Domaine quarrable
On suppose que le plan est muni d’un repére ortheé¢O;i; j)
Soit D un domaine du plan contenu dans le rectajalb] X[ ¢ d]
On partagea,b] a laide x,,X;,..X, tels quea=X, <X <..<X, =b et on partage de ménje, d] a
laide Y, Y;,--y, telsquec=y, <y <..<y,=d.
On additionne les aires de tous les « sous-re@anglx, X, X[ Y, ¥;,,] qui sont entiérement dari3 : le
résultat est inférieur a l'aire dB ... si D possede une aire. Appelo#g , ce résultat.
On additionne les aires de tous les « sous-reaanfk, X,,1 X[y, ¥;,J] qui ont au moins un point en
commun avecD : le résultat est supérieur a l'aire @... si D posséde une aire. Appelonfi:,‘{p ce

résultat.
On augmente le nombre de points des partagex,,..X, et Y, Y,,...y, de sorte que la diagonale des

« sous-rectangles » tende vers 0 : les deux rSLAﬁap et A;p sont de plus en plus proches de l'aire de
D ... si D posséde une aire.

Définition :

On dit queD est quarrable SJ!;QTOA"F’ =

lim OA:p et on dit alors que cette limite est I'aire Be
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A I'école primaire il y a longtemps, on construisgéellement des quadrillages de plus en plus gims
deviner quelle était I'aire d’'un disque... et on datst que le quotient de I'aire obtenue en pratigar le
carré du rayon était quasiment le méme pour tauéléves : a peine plus que 3.

A-ll. Notation intégrale, calcul de l'aire d'un dom  aine
Si D désigne un domaine quarrable, son aire est nﬁiljézdx.dy ou dx.dy représente I'aire d’'un élément

de surface.

Pour calculer cette intégrale (qui est double)amtila forme du domaine on utilise une méthodepguinet
de la remplacer par deux intégrales simples suieesss

1% Cas

Supposons que, d'une part les points[@eont tous des abscisses en&reet b, d’autre part, pour toute

valeur dex entrea et b, les points deD ont des ordonnéey qui vérifient g,(X) <y <g,(x) ou g, et
g, sont des fonctions continues. On peut alors écrire

[[ axdy= jb ( :’(()) dy).dx

2°™ Cas
Supposons que, d’'une part les points@eont tous des ordonnées enteet d , d’autre part, pour toute
valeur dey entrec et d, les points deD ont des abscisses qui vérifient g,(y) <Xx<g,(y) ou g, et

g, sont des fonctions continues. On peut alors écrire

[ axdy= jcd ( :(‘yj) dx) dy
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Exemples :
Vs
, . <X<—
1) Calculer l'aire du domain® tel que
sin(x)< y<x
O<y<1

2) Calculer I'aire du domainB tel que .
O<x<e

O<y<l1

1—\/§<x<1+\/§'

3) Calculer I'aire du domainB tel que{

A-llI. L'intégrale double

Soit f(x,y) une fonction déR? versR a valeurs positives définie dans un domaine ghkB.
La représentation def est une surfaceS dans
I'espace muni du repén(é),f,],?).

On partage D en sous-rectangles comme au
paragraphe Al.  Dans chaque sous-rectangle
[% %] X[y} ¥4 » ON choisit un pointM (X, y) et

on calcule I'image dgx,y) pour la fonctionf . La
somme des volumes des colonnes dont la base est un
des sous-rectangles et la hautelifx,y) est une
approximation du volume compris entre le plar 0

et la surfaceS, s'appuyant sur le contour d@ : on
reconnait la méthode de Riemann.

Lorsque le quadrillage dd devient suffisamment

« fin » pour que la diagonale de chaque sous-rgigan
tende vers 0, si le domaine de I'espace comprie dat

plan z=0 et la surfaceS, s’appuyant sur le contour d@, posséde un volume celui ci est la limite des

sommes de Riemann et on le n(ﬂg f(x,y).dxdy.

Redan %ie

ST S

Remarques fondamentales :
1) A priori, I'intégrale double est faite pour calculer un volune... de méme que l'intégrale simple était
faite pour calculer une aire.

2) Si f(Xx,y) nest pas a valeurs positives, l'intégrale netslipréte plus comme un volume mais la

méthode de Riemann est la méme.
3) Dans une intégrale double, les bornesxeat y doivent toujours étre rangées en ordre croissast &

dire la plus petite « en bas » et la plus grande kaut ».

A-IV. Propriétés de I'intégrale double

a. Intégrales successives (ou itérées)
1* Cas

p : =g, (%)
Si les points deD ont tous des abscisses enreet b, et si pour /”'—f_/% g
toute valeur dex entrea et b, les points deD ont des ordonnées hs 0%1' ;

| ! |

y qui vérifient g,(X) <y < g,(X) ou g, et g, sont des fonctions \/—,\ 4=90)
continues. On peut alors écrire : | ' | ] i

la 4/1 I
[ foxy)axay =]’ (j;(()) f (x,y)dy)dx

L ___Bur enfre a e/\"a
of &v ‘i‘w) < %4%1(1)
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2°™ Cas
Supposons que, d'une part les pointslleont tous des ordonnées 44 *= 4 (%) - GAE(VA)

entrec et d, d’autre part, pour toute valeur de entrec et d, A L
les points de D ont des abscissesx qui Vérifient D
0,(y) <x<g,(y) ou g, et g, sont des fonctions continues. On |y~~~ \ "1 -
peut alors écrire : cTNTT SR B
d ro(y) \
I, fooyyaxay =[] 5 F (x,y)dx)dy re
c Jay

- Popr y enfre ¢ efd
Cas particulier * y

Si D est le rectanglga, b] X[ d] etsi f(X,Yy) estun produit de e ’%“(‘3)“476‘(%4.?\)
deux fonctions intégrables I'une de et l'autre dey, c’est a dire
f(x,y)= f,(x).f,(y)alorsona:

Jf, fooy) ey = [ 6,00 1, ()ely

Ce cas, bien que « trés agréable » est, hélag, @sse en général une intégrale double n'estgasoduit
de deux intégrales simples.

Exercices :
Vg
O<x<—
1) D esttelqu 2 et on donnef (X, y) = x.cosfy ).
O<y<x

Calculer j jD f(x, y).dxdy
2) D estle triangle de somme#(1;0),B (1;1)C (0;1. CalculerﬂD (x+y).dxdy
3) D estle rectangle de sommé®0;0),A(1;0)B (L,1)C (0;1. CalculerﬂD xye™) dx.dy

b. Linéarité
Si f et g sont des fonctions intégrables ddds

I, @t y)+Baxy)dxdy=af] f(xy)axdy+ B[ g6y xixdy

c. Additivité des domaines
Si f est une fonction intégrable dabs,
et side plusD =D, 1 D, avecD, n D, =0 alors :

JI, fOxy)aedy =[] £ (xy)xdy+ [ f Gy )xdy

Exercices :

I; (x+ y).dy) .ax

2) On appelle D le domaine délimité par les quatre cercles de rmagoet de centres respectifs
AL1),B(-L1)C € 1- 1)D (I- 1. Calculer les intégrales suivantes :

1
1) Calculer l'intégralel =I0

IlzﬁDdxdy IZ:HDx.dxdy
|, = HD Xy.dxdy l,= HD (x—y).dxdy
-1<x<1
3) On appelleD le domaine délimité par<: ) . Calculer les intégrales suivantes :
X“—-1<y<O0
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IlzﬁDdxdy IZ:HDx.dxdy
|, = HD Xy.dxdy l,= HD (x—y).dxdy

4) Echanger I'ordre d’intégration dans les intégralgivantes (on ne demande évidemment pas de calculer
I'intégrale puisque la fonction est inconnue !) :

ll:ﬁ(jobfx £(x, y).dyJ.dx avea> Oeb> |2 :ﬁ(fl F(x, V)-dy) o

I :j(jT f (X, y).dxj.dy

0 a

B. Changement de variables dans les intégrales doub  les

B-I. Déterminant Jacobien d’'un changement de variab  les
Soit (u,v) un couple de variables calculées a parti(¥ey), c’est a dire quel et v sont des fonctions de
(X,y). Pour qu'un tel changement de variable soit coriédaut évidemment quas et Vv soient des
fonctions a dérivées continues et que chaque calgplaleurs poufX, y) corresponde a un couple unique
de valeurs poufu,V) et réciproquement c’est a dire que le changenertdable doit étre bijectif.
On appelle déterminant Jacobien du changement ritibles (X, y) — (u,V) le déterminant, notd (X, y),

au o
ox oy
tel J(Xy)= .
el que :J(X,Y) N o
ox oy
_ u=x+y 1 1
Par exemple, si on alorson al(x,y) = =-2
V=X-Y 1 -
=r.cos cos -r.sin
Autre exemple, si on X ) G)alors onal(r,8)=| . 0) ing =r
y=r.sin@) sin(@) r.cos@

Propriété : Si dans un domaine le Jacobien d’'ungém@ent de variable ne s’annule jamais (sauf peeted
des points isolés) alors ce changement de varésbleijectif.
Interprétation du Jacobien : L'élément de surfagerit par les variable§u,Vv) c’est a diredu.dv n’a pas

forcément la méme « taille » que I'élément de sarfdécrit par les variables, y) c'est a diredx.dy ...
Lorsque le changement de variable est correctlamedationdu.dv = |J (%, y)| axdy .

. u=x+y
Par exemple, si on% alorson aJ(x,y) =

1 1
1 _Jl=—2 donc du.dv = 2dx dy

V=X-Yy
Autre exemple, si on = r'C?SG) alors on aJ(r,6) = C(_JSG) ~rsind =r doncdx.dy=r.dr.déd
y=r.sin@) sin(@) r.cos@
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B-II. Exercices :

1) Décrire les domaines suivants en coordonnées pslair

X +y*<1
D,=1x+y>0
X-y>0

a2

4
y >0 (aveca> 0

Ao, o
X-2)2+y?<
D, = ( 2) y

Triangle de sommet
* 7 10(0;0)A(-L1)B (L1)

2) Calculer les intégrales suivantes ou les domaioesceux de I'exercice précédent

|, = HD (x* + y*).dxdy

I, = J:[D x.dxdy

dxdy

l, = HDZ y.dxdy

I :HD (x+y).dxdy

I, = IID3 y.dxdy

Iy :”Ds(x—y).dxdy

3) Calculerl =HD dxay

(x+y)®

ou D ={x=L y=21x+y<3}

4) Calculer| :HD‘/XZ +y®.dxdy o D ={x*+y*-2y=0; x>+ y*-1<0;x= 0;y = 0}
5) Calculerl =”D(x2+y2+1).dxdy ou D ={x*+y?-x<0}
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