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Déterminants
Initiation a la diagonalisation de matrice

A. Déterminant d’'une matrice carrée

A-l. Définitions élémentaires

Si A estla matrice(a) on appelle déterminant de cette matrice le nonabre

le nombread — bc.

a c a c

Si A estla matrice{b dj on appelle déterminant de cette matrice et on rtm)oted
A-ll. Déterminant et produit mixte

Dans tout ce paragraphe, les vecteurs sont lesaugstde I'espace usuel.

a. Aire d'un parallélogramme et produit vectoriel
On se rappelle que le produit vectoriel@epar\? est le vecteur notd OV et défini comme suit :
1) Si U ou Vv est nul alorsl Ovest le vecteur nul.
2) Sinon, ulv est orthogonal a la fois A et a \7, le triedre (ﬁ,(/,ﬁDK/) est direct,
o0 = 19[4 sinw .
On se rappelle aussi que si A, B et C sont troietpet si H est le projeté orthogonal de C sur)ABrs
CH = AC.Sin(gﬁTC)et que par conséquent, I'aitgd du parallélogrammeBACD est BAx CHc'est a

dire .4 = BAx ACsin(BAQ) = HTB]—K#.

X X

On se rappelle enfin que si I'espace est muni dypére orthonorme, et siorug y | etu'| y' |, alors on a

VA VA
yz'- zy
udu'| zxX- x2|.
Xy'= yX

b. Volume d’'un pavé et produit mixte

Le volume d’'un pavé s’obtient en multipliant soreade base par sa hauteur... et si le pavé est ellifaut
se meéfier du fait que la hauteur ne correspondapkeslongueur d’'une aréte : c’est la projectioncede
longueur sur une droite perpendiculaire au plaladase.

Cela revient donc a dire que le volundé d’'un pavé dont trois arétes issues du méme sorsomt

AB, AC, ADestle produi*(ﬂé DKC).@.

Définition : Siu , V et W sont trois vecteurs de I'espace usuel, on appetdiduit mixte de ces trois vecteurs
le nombre(u CIV).w et on le notgu, v, W). On a par choix ‘:(G,T/,'W)‘ = Volume du pavé.

Propriétés :

1) Le produit mixte de trois vecteurs change de sigregju’on échange deux vecteurs

2) Le produit mixte est inchangé si on effectue urrenpgation circulaire des trois vecteurs.
3) Il revient au méme de dire :

. le produit mixte de trois vecteurs est nul
. I'un des trois vecteurs (au moins) est combinals@aire des deux autres
. les trois vecteurs sont coplanaires
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c. Déterminant d’ordre 3
X X' a
En repéere orthonormé, si onu vy, v y'| et w| b|, alors le produit mixtdﬂ,Q,V\b a pour valeur
z z' c
a(yz- zy)+ W z%¥ X3+ .€¢ Xy ) ce quifait penser au calcul de trois détermindiusdre 2.
En présentant le calcul sous la forme d’un tableatgurait :

X X . . 2
X X X
. zZ Z z y
zZ Z

Comme on sait que le produit mixte est invariamtg@mutation circulaire, on pourrait aussi écrire

a X X . . X
X X |X
oy g 4 T
z Z Z y
c z Z

a x X
Définition : On appelle déterminant d'ordre 3 letakleau» [b y y| dont la valeur est

c z 7
' X X X X
a|” yl—b. 21+c )\r
zZ Z z y
Propriétés :

1) Un déterminant d'ordre 3 est invariant par permaitatirculaire de ses colonnes (ou de ses lignes)

2) Un déterminant d’ordre 3 est nul dés qu’une desskEsines est combinaison linéaire des de sessautre
colonnes (idem avec les lignes).

3) Un déterminant d’'ordre 3 est invariant si on ajauttne de ses colonnes une combinaison linéasegle
autres colonnes (idem avec les lignes).

A-II. Applications
1) Calculer les déterminants suivants :
L 1 4 2 1 4 1 2
Dl=‘1 j D,=1 1 - D,=2 5 D,=12 3
3 6 O 3 6 31

2) Dans I'espace muni du repere orthonorGﬁET,],Iz) on donneA(L; 2;0), B(0;-1;0) et C(1;1;1).

Quelle est 'aire du parallélogramme ABCD ? Quellesrolume du pavé dont trois arétes issues derD s
OA, OB et OC ? Quelle est la distance de O au @¢aABC ?

3) L’espace muni du repere orthonorr(@,T,],E).

1 X -1
Est-il possible que le vecteur 2 | soit coplanaire avec les deux vecteuls| et| x | ?
0 2 1
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X 1
Comment faut-il choisirx pour que le volume du pavé dont trois arétes DA 1 , OB| —x| et

-3 7
1
O—C 1| soit maximum ?
2
A-IV. Généralisation aux matrices « n  xn » : déterminant d’ordre n

a. Définition
1) Signes symboliques.
On décide d'affecter a chaque terme de posifiofn) - numéro de ligne, numéro de colonne - le signe de

(-1 "I Ainsi, le terme situé « en haut a gauche » agotos affecté du signe + et les signes des autres
termes s’en déduisent de facon simple: a chagptacEment (en ligne ou en colonne mais pas en
diagonale) le signe change. Ces signes sont apgigliss symboliques, ils n’ont rien a voir avewddeur
réellement écrite en positiaf, j ) .

+ - + -
+ - +

+ - - + - +

- 4+ - ; etc...

- + + - + -
signes symbolique + -+

pour l'ordre 2 signes symbolique t -+

pour l'ordre 3 signes symboliques

pour l'ordre 4

2) Calcul par récurrence.

Un déterminant d’ordre n s’obtient en calculantétedminants d’ordre n-1 de la fagon suivante : looisit
une colonne (ou une ligne) du déterminant d’'ordremmultiplie chaque terme de cette colonne (gudl)
par le déterminant d'ordre n-1 obtenu en rayariglae et le colonne de ce terme et en faisant pe¥cé
chacun de ces produits par le signe symboliguestdue de départ, enfin on additionne tous les ptedui
obtenus.

1 2 3 -
2 3 1 . . L
Exemple : Calcul deD=3 1 2 ... en utilisant systématiquement la premiere ligne :
1 2 -1 1
1 2 3 -
53 1 2 3 1 2 1 2 3 2 3
D:3 L 2 =+1).|1 2 -(2)3 2 3.3 16«13 1 |
2 -1 1 -1 1 2 1 2-1
1 2 -1 1

D= +0).(+(3)(2- @ (2)¢ 5)
~(2).(+(2(2)- OBy (2t 5)
+(3).(+(2@)- B3¢ (2)(5)
~(=1)(+(2)E5)- ()€ 51 (1)(5)

D=-5+18+9- 20= 2
Remarque : Cette méthode est horriblement lourdeéest a employer qu’aprés avoir utilisé les pré@s
suivantes pour simplifier le calcul...
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b. Propriétés

1) Un déterminant d’ordre n est transformé en son s@parsqu’on échange deux colonnes (idem pour les
lignes).

2) Un déterminant d’ordre n est nul dés qu’une desskEsines est combinaison linéaire des de sessautre
colonnes (idem avec les lignes).

3) Un déterminant d’ordre n est invariant si on ajauttne de ses colonnes une combinaison linéasegle
autres colonnes (idem avec les lignes).

4) Un déterminant d’ordre n est multiplié plr si on multiplie les termes d'une de ses colonraskp
(idem pour les lignes)

5) Un déterminant d’ordre n est multiplié plat si on multiplie tous ses termes gar

B. Exercices
B-I. Calculer les déterminants
1 2 3 1 2 3 1 1 1 1
D_230 'D-234 .D_abcd
Y130 2 Q7 1341 2 % a2 B & df
0 2 -1 4 1 2 a b & d
B-II. Résoudre les équations
x 0 1 x 0 1 x 0 -1
1 x O 1 -x O 1 -x O
(E1): =0; (E2): =
x 1 1 x 1 0 1 1 O
-1 0 1 -1 x 1 -1 X 1

C. Lien entre matrices « carrées » et déterminants

Seules les matrices carrées sont liées simplemiant@tion de déterminant. Dans le cas ou une oaa&st
carrée, le déterminant associé a cette matriceogstdét(M).

1 5
lorsdét( M) = =12
2] alors dét( M) ‘_2 j

Si la matrice carrée M représente I'applicatiorédime u, alors le déterminant associé a M est au8i
dét(u).

Nous admettrons les deux propriétés suivantes :

1) Il est équivalent de dire :

Par exemple, si on M =(

. dét(u) est non-nul
. u est bijective
. u posséde une application réciproque

2) Siu est la réciproque d’une application linéaire oraidét(if).dét(u)=1.

Remarque : Si on est sOr que u posséde une appiicatiproque, la matrice de cette derniére pelteanir

de différentes facons, en particulier en résoluamtsysteme d’équations linéaires... mais aussi par de
procédés tres différents et en particulier avecptegrammes informatiques faits spécifiquement praur
genre de tache. Souvent les calculettes graphigties programmables contiennent un programme qui
permet d’inverser une matrice c’est a dire de teol& matrice de la réciproque.
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D. Vecteurs propres et valeurs propres

D-I. Tout vient des homothéties

On appelle homothétie vectorielle de rapplortoute application linéairdn d’un espace vectoridE dans
lui méme telle quén(V) = kV pour toutV de E.

En particulier, si(g, ...,€,) est une base dg, alorsh(g) = ke,..., {e)= ke.

Dans ces conditions, ¢\ désigne la matrice de dans la baség,...,€ ) ona :
k 00

en dimension 2A=(0 ck)j ou en dimension 3A=| 0 k 0] et plus généralement, quelle que soit le
0 0 k

dimension, dek sur la diagonale de la matrice et des 0 ailleurs.
On peut remarquer que, si on change de base, kicende h sera toujours la méme puisque, quels que
soient les vecteurs de base, ils vérifieront taigd(V) = kV.

On peut aussi remarquer que le déterminant assotéématrice d’'une homothétie est particulierement

simple : c’esk’ ou k est le rapport d’homothétie et la dimension de I'espace.
L'idée est alors de se demander si pour toute appéication linéairef de E vers 3 il n'y aurait pas

moyen de trouver une base avec laquelle la matdécké dans cette base serait du type « diagonale »&’est
dire avec des 0 presque partout sauf sur la didgauala ligne n°i contient le réel ... ce n'est donc pas
forcément le méme réel sur toute la diagonale.

D-II. Définissons clairement ce qu’on cherche
Supposons que la matricA d'une application linéairef de E vers E soit diagonale dans une base
(e,...,6) cest a dire avec des 0 presque partout saufasdiagonale ou la ligne n°i contient le réel
Cela signifie quef(e)=A1.¢, f(e)=4,e, ..., f(e)=A4..€... et que les vecteurs,...,€ ne sont
pas nuls puisqu’ils forment un systeme libre.

Définition : On dit qu’un vecteur non-nul V est un vecteur propre pour f s’il existe un réel A
tel que f(V)=AV on dit alors aussi quel est une valeur propre pour f .

—> Etant donnée une application linéaird de E vers E on cherche & déterminer les vecteurs propres
et les valeurs propres pour cette application.

D-111. Une méthode de fou (c’est a dire trés béte)

On choisit un réeld au hasard et on essaye de trouver des vecteursuhdhtels que f (V) =AV ...

évidemment en général « ca ne marche pas » esgueride faire quelques milliers d’essais (ou bies)p
avant de trouver un vecteur propre.

Autrement dit , on choisid = 4
et on cherchd/ tel que f (V) =4v

2 1
Exemple : On donne la matrice de : A=(1 ]

Si  on essaye de résoudre

2 1)\x 4x o
= c'est a dire
(1 -j[yj (43/}

2X+y=4x
X—-y=4y

... la seule solution e% 0 raté, ce n’est pas un vecteur non-nul !
y:
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1++/13 1+JEX

X 2X+y=
Si on essaye de réso dEe2 1)()() 2 c'est a dire 2 on obtient
i y u = [ . i
1 -1\y) |1+13 _1+4/13
y X-y= y
2 2
_3+413 _3+413
X=V. > X=V. >
ce qui se réduit 3 et on en déduit un
_ —3+4/13 _ 3+4/13 —3+\/T3_ : .
= XT =Y. > > - y (toujours vrai

3+4/13

vecteur propre en choisissant la valeuryde. par exemple, le vecteur de coordonneesz— et 1est

un vecteur propre.

- - 1+
Il est évident qu’avant d’essayer le coefficieht

3. .
il risque de passer pas mal d’eau sous les ponts

donc que la « méthode » est mauvaise : on neleh@as les vecteurs propres au hasard ! Il faliodd se
demander quelles sont les valeurs propres, c'edirea celles pour lesquelles I'équatioh(V) = AV

d’inconnue V a de bonnes chances d’avoir des solutions.

D-IV. Ou on retrouve les bijections...
L'équation f(V)=AV peut sécrire f(V)-AV =0 et si on poseg=f-Ald. cest a dire
g(V)=(f-A.1d.)(V)= f(V)-AV on voit que I'équation de départ peut en faitsrécg(V) =0.
Cette équation a toujours au moins une solutionjeleteur nul, puisque pour toute application lingai

Iimage du vecteur nul est le vecteur nul. Le pénie c’est que nous, on cherche une solution nda-nuét
gu’alors g ne peut pas étre une bijection puisque 0 aura detécédents : 0 d’'une part et « notre » solution

d’autre part. Il ne reste plus qu'a se demandemcent détecter les valeurs die pour lesquellesy n’est

pas bijective... les solutions seront trés probabieres valeurs propres, c’est a dire les valeursl dgour
lesquelles cela vaudra le coup de tenter la résaldef (V) = AV .

D-V. ...Et aussi les déterminants

Pour se fixer les idées, travaillons en dimensioav@c une baseéel, g). La matrice de l'identité est

10 a c
(O 1) et supposons que celle de soit (b dj' La matrice deg telle que g = f —A.ld. est alors

a—-A c
( b q /]j et ce qui nous intéresse c'egte g ne soit pas bijective.. donc que son déterminant
c
=0 pour trouver les valeurs propres et

a-A
soit nul. Il ne reste plus qu’a résoudre I’équatiFnb

ensuite pour chacune de ces valeurs propres, @ralel vecteur¥ tels que f(V)=AV ... ce qui pose
encore quelques problémes lorsqu’on trouve undisoldouble ou triple... ou pire...

D-VI. Pour terminer

Si les vecteurs propres forment une base de I'espactoriel, alors dans cette base la matrice dest une

matrice diagonale... dont le déterminant est le ptatks valeurs propres.

Pour les curieux, un site (créé par un enseigrestt)jemarquable et gratuithttp:/serge.mehl.free.fravec
une page a votre nivedutitp://serge.mehl.free.fr/dico/vp.htrfdp pour valeurs propres) et beaucoup d’autres
absolument passionnantes... La salle « Chablisla @stur ca, pas pour jouer en réseau !
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D-VII. Exercice résumé

51
On donne la matricé/ =( 1] représentant une application linéaifed’un espace vectoridE dans lui

méme muni de la badel, u,) .

. Déterminer une basév,,V,) dans laquelle la matricdN de cette application linéaire soit
diagonale. Quelle est cette matribke ?

. Calculer les déterminants dd etdeN .

. Calculer 'image de3y, + u, en I'exprimant dans la bagg,, V,) .
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