IUT ORSAY ~ Cours du
Mesures Physiques °Z Semestre

Espaces vectoriels,
Applications linéaires et Matrices

A. Notion d’espace vectoriel

A-l. Définition
On dit qu’'un ensemblé& muni d’une addition interneE X E — E) notée + et d’'une multiplication externe

(RxE - E) notée « . » est un espace vectoriel lorsque :
1) PourtousX, y et zdansE ona: (X+Yy)+z= x+( W 2

2) Il existe dansE un élément noté 0 tel que, pour toudans E :x+0=0+ X=X
3) Pour toutx dansE, il existe un élément notéx dansE tel quex+(-X) =(—X + x=0

4) Pourtousx et ydanskE: x+y=y+ X

5) Pourtoutx dansE ona:l.x=X
6) Pour touta dansR, x et ydansE ona:a.(x+y)=axt by

7) Pour tousa et bdansR et x dansE,ona:(a+b).x=ax+ b»
8) Pour tousa et bdansR et x dansE, on aa.(b.x) = (ab). x

Remarque : Les vecteurs usuels, ceux de la gé@améisiaux college et au lycée sont (en Francey rastec
une fleche en surlignement... Ce graphisme particakesera pas utilisé pour les vecteurs plus géréra
comme ceux que nous allons rencontrer dans ce.cours

A-ll. Sous espace vectoriel

On dit qu’une partie F d’'un espace vectoriel Eusssous espace vectoriel de E si c’est une pagtie don-
vide et stable par combinaisons linéaires, c'editéque si u et v sont dans F alors a*u+b*v dogsh étre
dans F quels que soient les réels a et b.

Cette notion est copiée sur celle d’espece animdl® .ensemble d’animaux est appelé « espece » ldrsqu
est stable pour le mécanisme de procréation. Rempee, les lions forment une espéce animale, desgtien
forment une autre, mais I'ensemble « lions et sigren’en forme pas une car méme si un papa tigoeet
maman lion peuvent procréer, leur enfant est tasgjstérile.

Pour les vecteurs, la notion de procréation esesgmtée par les combinaisons linéaires ! Quekéret..

A-II. Exemples
1) Les vecteurs du plan définis en seconde formemispace vectoriel notg
2) Les vecteurs de I'espace définis en premiere formerspace vectoriel nofé

3) Les fonctions linéaires d® vers R définies en 4™ forment un espace vectoriel nog(R — R) ...
mais on ne le dit pas aux éléves 8& 4évidemment !
4) Les fonctions deR vers R forment un espace vectoriel nd* et £(R — R) est un sous espace

vectoriel deR".
5) Les fonctions intégrables dans [a ; b] forment speee vectoriel qui est un sous espace vectoritl de
6) Les fonctions polynbmes de degré inférieur ou égalforment un espace vectoriel ng# qui est un

sous espace vectoriel d&"
B. Systémes libres, systemes générateurs : bases

B-I. Définitions
Un systeme de vecteurs dans un espace vectorigit déifire si aucun d’eux ne peut s’exprimer comune
combinaison linéaire des autres... c’est a dire :

[a.u+.+a.4=0=[a=..=3=(
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En effet, si 'un des coefficients n'était pas nagla permettrait d’exprimer le vecteur affecté ae
coefficient comme une combinaison linéaire desesutr

Un systeme de vecteurs dans un espace vectoriditegptnérateur si tout autre vecteur de I'espaagt p
s’écrire comme une combinaison linéaire de ceugysteme.

Un systeme de vecteurs est appelé base s'il edoisllibre et générateur.

Propriété : Si un systéeme de n vecteurs de E esbase de E, alors toute autre base de E contierdteurs.
Définition : Le nombre de vecteurs contenus darmshase de E est appelé dimension de E
Propriétés :

. Dans un espace vectoriel de dimension n, tout systire contient au maximum n vecteurs...
ce qui revient a dire que tout systeme de plus vkcteurs n’est pas libre.

. Dans un espace vectoriel de dimension n, tout mystgénérateur contient au moins n
vecteurs... ce qui revient a dire que tout systememidéns de n vecteurs n’est jamais
générateur.

Conséquence Si on sait gu’un espace vectorieleedimension n, tout systéme libre de n vectestragssi
un systéme générateur (donc c'est une base) etystéme générateur de n vecteurs est aussi wEyst
libre (donc c’est une base).

B-II. Exercices : systémes libres, systéemes générat  eurs
On appelle E I'espace vectori®’ muni de sa base « canonique B = ((1; 0;0);(0;1,0);(0; 0;1)
a) Les parties suivantes de E sont elles libres ?

u, =(3,15) u, =(315) u, =(3,15)
. u, =(-2;1) . u, =(-7;0,-11) . u, =111
u, =(5;4,9) u, =(5;4,9) u, =(5;4,0)
b) Les parties suivantes de E sont-elles génératfices
u, =(3;15) u =(3L5) u =(3;15)
{uz =(L-2;1) = U, =(-7,0;-11) u, =111
u, =(5;4,9) ] u, =(5;4,0)
u, =(2,1,0)
u, =(3-1,5) u =112 u =(-111)
= JU,=(0;0;-1) " L =(120) " L =12])
u, =(1,0;1) u, =(2;1,1) u, =(2;1,0)
¢) Peut-on trouver un triplet qui, en complétant Istésne donné, forme une base de E. Si oui, donmer un
solution.
u, =(3;1,5) u =(31L5) u =(3;15)
{uz =(L-2;1) = U, =(-7,0;-11) u, =111
u, =(5;4,9) ] u, =(5;4,0)
u, =(2,1,0)
u, =(0;1,5) u, =(315) u, =(-3;6;,-3)
{uz =(1,-2,1) ) {uz =(0;0;0) ] { u, =(L-2;1)
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B-III. Exercices : espace vectoriel de fonctions

On note E I'espace vectoriel des fonctions cortsndansR
a) Les fonctions suivantes, qui sont dans E, sons-@tidépendantes ?

f,(X) =sin(x) . f.(x)=¢ f(x)=x
f,(X) = cos(x) f,(x) = e R AR
f.(x)=1
f (X) =sin(x) f,(X) =sin(x) (% :{In(x) six>1
f,(X) =sin(2x) = f,(X)=sin(2x) ! 0 sinon (x< 1)
f5(x) = cos(x) ] 0= {In(>.<2) six>1
0 sinon k< 1)

b) Les fonctions suivantes, qui sont dans E, engenaitss le sous espace vectorj€l des polynémes de
degré inférieur ou égal a2 ?

f,(x) = x o R =1+2x f,(X) =1+ 2x+ 3%
= f,(0=1-% f(x) = =1+ x+ X = £,(X) = 2+ 3x+ 4X
fo(x) =1+ x+ X f,(X) =3+ 4x+ 5%

c) Quelle est la dimension de I'espace vectofiel?

C. Notion d’application linéaire

C-l. Définition

Si E et F sont des espaces vectoriels, on dituest une application linéaire de E dans F lorstpiigrifie
les deux propriétés :

{f(X+ y)= f(X+ (Y

ou X ety sontdes vecteurs de Eket réei.
f(k.X) =k f(X

C-Il. Application

On note E l'espace vectoriel des fonctions déremldansR et on appelled I'application qui a toute
fonction f de E associ@f — f 'c’est a dire telle qued(f) =2f — '

a) Quelle est 'image de chacune des fonctions suagant

f,(x) =sin(x) f,(x) = asin(x)+ bcos(x’ f,(x) =asin(X)+ b

f4(x) = Arcsin(l+1xz ) f5(X) = |n(1+ X2) fe(x) = gt

b) Quelles sont les fonctions f telles qdéf) =0 ?
c) Montrer qued est une application linéaire de E dans I'enserdbtefonctions d&R versR .
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D. Notion de matrice d’une application linéaire

D-I. Définition

On appelle matrice d'une application linéaie de E dans F munis respectivement des bases
B: =(g,8,....,€) et B. =(f, f,,....,f ) le tableau rectangulaire comportant n colonngslgnes ou la

colonne nk (k variant de 1 a n) contient les coordonnées deatiienpouru de g exprimée dans la base
B:.

Remarque : SV est un vecteur de B, s’écrit comme combinaison linéaire des vecteursid@seB, c'est

a dre v=a.+..+3.¢ et comme U est une application linéaire on a
alorsu(v)= a.u(g)+...+ a.U £) ce qui montre quil suffit de connaitre les imagess vecteurs
€,6&,..., & pour pouvoir calculer I'image d&. Comme les images de, €,...,§ sont dans F, chacune
d’elles s’exprime comme une combinaison linéairecteurs dd3; , c’est a dire :

U(Q) = Q,r f1+ a2,1' f2+"'+ % X L
ug)=a, f+a, iL+.+3 .1

u(g)=a, t+a, L+.+3,f

&y A, . Gy
D1 Ay o 8y

La matrice deu est alors par définition le tableau de nombregs; @;, ... &, | etsionnoteq ; le
a,, &, - 8,

o _ i (le premier indice) est lindice de ligne
terme général de cette matrice, alors R o -
j (le deuxiéme indice) est l'indice delanne

Vocabulaire : Une matrice dont le nombre de ligass égal au nombre de colonnes est appelée matrice
« carrée »

D-II. Applications:
1) Soit I'application linéaireu de R* dans R® munis respectivement des badBs= ((1; 0);(0;1)) et
ut0)=(1,2;3)
u(0;)= (-10;1)
Calculer les images powr de (2;-1), de (-1,5), de (a;a), de (a+b; a— b, de (X; y) en utilisant le fait
queu est linéaire.

Quelle est la matrice de ?
2) Soit I'application linéaireu de 7 dans/ , espaces vectoriels de polyndmesRigers R de degrés

B, =((L0;0);(0;1;0); (0;0;1), vérifiant : {

respectivement inférieurs ou égaux a 2 et a 3 atisneespectivement des basB§=(1,x,x2) et

u@d) = x+2
B, =(1,x,%, %), vérifiant : {u(x) = ¥ -5x
u(x) =2+ ¥ -1

Calculer les images powr de 1+ x+ X° puis deax’ + bx+ cen utilisant le fait quai est linéaire.
Quelle est la matrice dg ?
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3) On note 7] I'espace vectoriel des fonctions polyndmesRigers R de degré inférieur ou égal a 3 et
on appell& I'application linéaire deZ} dansZ telle que :o(f)=f +2f + "

Quelle est la matrice de I'applicatidrsi /Z est muni de sa base canonique (c’est a dirext, %)

Quelle est la matrice de I'applicatidrsi 7 est muni de la base ( 1, 1+x, 1+X+k+x+xX+x%)

D-I11. Calcul d’'image et matrice
Si I'application linéaireu est représentée par la matribké formée des termeaq, (i étant le numéro de

ligne et j celui de colonne) alors Iimage dedont les coordonnées sowt \,,...,V, est le vecteur dont la

coordonnée R (K variant de 1 a p) esz a,.V.
i=1

Exemple:
1 0
Soit I'application linéaireu de E dans F munis des badgs et B. dont la matrice est-1 2
2 1

On sait d’apres la forme de la matrice que E estlid@ension 2 car la matrice contient deux coloneiegue
F est de dimension 3 car la matrice contient 3dign

2 -5 1 0
Quelles sont les images des vecteurs de E doobtedonnées dans; sont : j ( j ( j ( j ?

3 1 0) (1
Réponses :
1 0 2 1 0 -5
2 2 -5 -5
Image d -1 2 = 4 Image d -1 2 = 2
3 3 1 1
2 1 7 2 1 -9
1 0 1 1 0 0
1 1 0 0
Image d -1 02 = -1 Image d -1 20 |=] 2
0 0 1 1
2 1 2 2 1 1

D-IV. Applications
1) On note}; le plan vectoriel usuel muni de la ba(:fﬁ) et s désigne la symétrie vectorielle suivant la

droite dirigée paty, =i+ 3] et par rapport a la droite dirigée pay=—i+ | .

Déterminer la matrice A de s dans la b@eu:) puis celle, B, de s dans la basg )
Laquelle de ces deux matrices est la plus commodegalculer 'image der71 =5i+ 6] ?

Ecrire v, =5i + 6] comme une combinaison linéaire deet u, recalculer 'image de/, = 5i + 6]

2) On note}; le plan vectoriel usuel muni de la ba(sfg?) et s désigne l'application linéaire d¢ dans
X _ —( X+y
, associe le vectewr .
y X=2y
Déterminer 'ensemble | des vecteursels ques(U) =u.

¥, qui, a tout vecteu;/(

Existe-t-il des vecteurs tels q@ﬁ) =3u?
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Montrer gu'il existe deux réels tels que I’équatiors(i) =/1ﬁposséde des solutions autres @e Pour
chacune de ces valeufls et A,, trouver des vecteuns, etu, , tels ques(y) =, 4 et s(u,) =, U,

Quelle est la matrice A dedans la baséi:j) et celle B de s dans la ba@; iz) :

3 1
3) Soit l'application linéaireu de E dans F munis des badgs et B. dont la matrice eSE 1 2].
Quelle est la dimension de I'espace de départategest celle de I'espace d’arrivée ?

2) (-5) (1) (O
Quelles sont les images des vecteurs de E doobtedonnées danS. sont :(3), ( 1 j : (Oj (1] ?

3 1 2
4) Soit l'application linéaireu de E dans F munis des badgs et B. dont la matrice eSE 1 2 :J .
Quelle est la dimension de I'espace de départategest celle de I'espace d’arrivée ?
2\ (-5 2) (0
Quelles sont les images des vecteurs de E doobtedonnées dan8. sont:| 3|,(0 |,[1],|0|?
1 1 0) \1

5) On note )} le plan vectoriel usuel muni de la base orthonerr(i?ﬁ) et r, désigne la rotation
vectorielle d'angler . On admet que c’est une application linéairdfielans}; .

Quelle est I'image de chacun des vecteurs de b&asehte est la matrice dg, ? Quelle est 'image de

2i+3] ?

6) On note 7 I'espace vectoriel des fonctions polyndmesltieers R de degré inférieur ou égal a 3

muni de sa base canonique (c’est a dire 12x¢X et u I'application linéaire qui a chaque polynéme
3

p(X) de 7 associe sa primitive qui est nulle en 0. par exentimage de3+ X est3x+X§ .

Décrire I'espace d’arrivée da. Préciser les dimensions des espaces de dépdiaratvée. Préciser la
matrice deu . A l'aide cette matrice, calculer une primitive Bex® — 3x* + 4x+ E.

E. Composition d’applications linéaires...

E-I. Probléeme de « compatibilité »

Si U est une application de E vers Fetine application de F vers G on peut composerppbcations dans
le sens «u d’'abord, v aprés » c’est a dire qu'on peut calculeru(X) lorsque X est dans E... car alors

u(x) estdans F et peut « repartir » del( X) pour « fabriquer »(u(X) c’est a direvo u(x) .
Si U etV sont des applications linéaires, cela impose gspace d'arrivée dé soit le méme que celui de

départ dev ... et en particulier su et v sont représentées par des matrices, cela sigpiéde nombre de
lignes de la matrice qui représenie(c’est la dimension de I'espace d’arrivée wl soit le méme que le
nombre de colonnes de la matrice qui représenteest la dimension de I'espace de déparvile
E-II. Exemple :
((1;0;0);(0;1,0);(0;0;1)
On utilise R® , R? et R munis des bases respectivd$l; 0); (0;1))
(%)

On définitu:R® - R%et v:R?* . R par leurs matrices respectives :
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1 2 -
Mu:[ jetMV:(fﬁ 2).
-1 0 2

X
Quelle est I'image du vecteur de coordonnégg pour la composégou ?
z
On calcule successivement 'image du vecteur poguis vV en utilisant les matrices :

X 1 2 X vy
- X -7
M = =
o Y (—10 2]32/ (—x+22]

VA
X 4o
X - Z
puis MM, | y|=(3 2)( _X+y22 j= 3.(x+ 2y— z}+ 2.6 X+ 2ZF ¥ 6y
Z

En fait le résultat aurait pu étre obtenu directaeimé partir de la matrice uniqu(al 6 :I) puisque
X
(1 6 1) y|=x+6y+z.
Z
La question est de savoir comment cette matricequeni pourrait étre obtenue a partir de

1 2 -1
Mu:( jetMv=(3 2) 2
-1 0 2

1 2 -1
10 2], en effectuant les produits « ligne de&l, par

colonnes deM, » on obtient successivement les résultats 116 et

On observe que si on écl M, =(3 2)(

F. ... et Produit de matrices

F-I. Définition

Si A est une matrice a m lignes et n colonnes de tggneralg, ; et si B est une matrice a n lignes et p

colonnes de terme génélgl, , alors AB est la matrice a m lignes et p colonnes dontrredegénéralp, |

est z ah; -
k=1

Remarques :

1) Si A représente I'application linéaine et si B représente I'application linéaine alors le produitA B
représente I'application linéaitgo v.

2) On dit que deux matrices carrées sont inverseg ltan'autre lorsque leur produit est une matriee n
comportant que des 1 sur la diagonale et des €ugsll On admet que si une matrice A possede une

matrice inverse celle-ci est unique et les deuxioes représentent des applications réciproquee lde
l'autre.
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F-11. Applications
1) Calculer si c’est possible les produits de matrgrggants :

1 -1 1 0 2 3 1 11 1 11
H: . ’F;: . ’P3: .
2 0){-11 1 0 - 11 0 11/
11 1/(1 2 1 -1 1 1 0O O 1
P=/111//-1 1;r=|-1 1 -1|-11RpR= 1 1 -1
11110 1 1 -1 1 0 -1-1- 0
1 2 1 2 1
1 30 11 1 -1 1
P,= |-1 1[;p= -1 1;R= -1 1
-1 0 1 -110 -1 1 -
0 1 0 1 0 1

2) On utilise le plan vectorie}]. Montrer en utilisant un produit de matrices qaecbmposée de deux
rotations d’angles respectitg et [ est la rotation d'angler + 5.

3) On appelle homothétie vectorielle de rapplort'application h, qui a tout vecteut associe le vecteur
k.u. Si on utilise le plan vectoriel} quelle est la matrice df ? Et si on utilise les vecteurs de

I'espace usuel ? Est-ce que ces réponses dépeatetebases utilisées ?
4) On utilise le plan vectorie}}. On appelle similitude vectorielle plane d'angle et de rapporik, la

composée de la rotation d’angl® et de I'homothétie de rappok. Quelle est la matrice d’'une
similitude ? Ce résultat dépend-il de I'ordre dbatgiel on compose I'homothétie et la rotation ?

5) On utilise le plan vectoriel, muni de la base orthonormééj) et I'application linéaireS a pour

(-2 1
matrice :

. Déterminer I'ensemble des vecteurs qui ont pougmﬁ.

. Peut-on trouver un vecteur dont I'image soit sappe oppose ?

. Peut-on trouver un vecteur dont I'image soit leldewe lui-méme ?

. Peut-on trouver un vecteur dont I'image est coliéa lui méme ?

10 -1 3

6) En résolvant un systeme d’équations, détermineratice inverse dEZ 1] puis de( 5 J .
G. Présentation du probleme d'un changement de base : matrices de
passage.

B=(g.&,... &)
B'=(g.6,... §)

Une application linéaire f de E dans E, est repr&e par une matrice M lorsque les vecteurs squmineés

dans la basd et, hélas, on s'apercoit que les vecteurs de & q@uhaite traiter avec cette matrice sont

exprimés dans la bad®'.

Il y a alors deux attitudes possibles :

» soit on modifie la matrice M qui représente f larsq utilise la baseB, de sorte qu'on obtienne une
nouvelle matrice M' qui elle soit adaptée aux vest@xprimés danB',

» soit on ré-exprime les vecteurs que l'on souhediiéet de sorte gqu'ils soient exprimés dans la l&sé
que, ainsi, on puisse se servir de la matrice M,pam ré-exprime les résultats dans la bBsepour
donner une réponse cohérente avec la question.

Un espace vectoriel E est muni de deux bddext B' telles que{
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G-l Un cas simple pour tester si on a bien compris le probleme
B=(g=(L0),¢ = (0;1)

DansR?, on utilise les deux bases . , , .
B'=(e=(12).6=(11)

1 —_
L'application linéaire f, en utilisar , a pour matriceM = (3 1} :

On souhaite calculer limage de=3¢€ + 7€,

1) Exprimer v a l'aide deg et e, calculer Iimage de v en utilisant M, ré-exprinkerésultat a l'aide de
g ete.

2) Calculer pour f, les images @ et €,.

3) Déduire de 2) la matrice M' de f lorsqu'on utillaebaseB'. Calculer Iimage de v a l'aide de M’ et
comparer le résultat avec celui obtenu au 1).

G-Il. La notion de matrice de passage
On peut représenter le probleme par un schéma :
Y, T1: matrice M T2: image de V
base B' —»| Passage de la base|B» (base B) —» | Passage de la basel—»| pbase B'
alabase B a la base B'

On comprend alors que les deux transformationstTl2esont représentables par des matrices, eteque |
produit des trois matrices T1, M et T2 permet @abtla matrice M.
1) Dans quel ordre faut-il effectuer le produit ?

Autrement dit, a-t-onM'=T1L. M. T2ouM =TM.T1 ?

a c
2) Dans le cas simple précédent, T1 est une matri¢a id)eme(b dj guelles relations doivent vérifier

a, b, cetd ? Quelle est la premiere colonnelde &t la deuxieme ?...

3) Dans le cas général, comment peut-on décrire lesmes de T1 ?

4) Si on calcule les produits T1 . T2 et T2 . T1, quelsultats s'attend-on a obtenir ? Que peut-on en
déduire quant au lien entre T1 et T2 ?

5) En reprenant les données du cas simple, calculet T2.

G-Il. Application a un cas de dimension 3

Dans B (espace vectoriel des polynémes a coefficientts rée de degré inférieur ou égal a 2), f est
I'application linéaire telle que :

f(2+x)=1-x
f(l+x°)=x°
f(x-x)=x

1) Vérifier que (2+x,1+ X°,Xx— X )est bien une base de P

2) Exprimerl puis X et enfin X* en combinaisons linéaires @t X, X* et x— X.

3) Préciser la matrice de passage P, de la lagex’) a la basg2+ x,1+ xX* , Xx— ¥ )et son inverse Pde
la base(2+ x,1+ x* , x— ¥ )a la basd1,x,X°).

4) Quelle est la matrice Mle f dans la basé€l,x,x*)? Calculer limage d&+ x+ x* en utilisant M.

5) Quelle est la matrice Mde f dans la bas€2+ x,1+ X* ,x— ¥ ) ? Calculer limage dd+ x+ X en

utilisant M,.
6) Contr6ler la cohérence des résultats de 4) et 5).
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H. Les symétries vectorielles dans Vv, (ensemble des vecteurs du plan)

H-I. Ce que C’est...

Soit (TI) une base d&/,. On appelle symétrie par rapportfaet suivant la direction dEj I'application

e 1 O
linéaire S; telle que .- Dansla basél, j) la matrice des” est trés simple, (:’e{to J.

(
(D=-j
Plus généralement, on appelle symétrie par ram?»ret suivant la direction de I'application Iinéairestl’aV
Sniv(a) =u

Su,?/(;/) =-v

Si les deux vecteurs et v sont quelconques, la
symétrie obtenue est « déformante »... autrem

telle que

dit ce n'est pas une isométrie, elle ne conse _ g ;
pas les normes des vecteurs donc elle ne cons V . ] —
pas les angles géométriqgues. C'est la cas e S{,{,(V\b_ w
dessin ci-contre : — -

, - - ~ w=-1u+2v
Si par contre les vecteuts et v sont de méme . _
norme et orthogonaux, alors la symétrie est L w'=-1u-2v

isométrie c’est a dire qu’elle conserve les normr
des vecteurs donc elle conserve les ang
géomeétriques. C’est le cas du dessin suivant :

£

"“E-" /
#
1
|
|
|

i
Y
v

4

;o (W)=w

> w'=au- bv

£}

H-II. Bien choisir la base

Dans la baséiﬁ,j) la matrice des, symétrie par rapport & et suivant la direction de , peut ne pas étre

tres simple...
us= 2_:"'] . . . - = .
Supposons par exemple qde . _ ", pour déterminer la matrice d& dans la base(l,J) on doit
V=1—]

déterminer I'image dé et celle dej ... or on ne sait bien utiliser que les imageswest v : on va donc

i= :_L(l] _|_\7) :l Il ne suffit pas dy
. ) . 3 croire : il faut faire les
Il ne s’agit que d’une resolution de systeme... eblotent . calculs pour étre sQf
- 1/~ - d'avoir compris...
i=5lu-2)

exprimerT et] en fonction deu et v .
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On en déduits(?)=s(%(h+”\a)=—1( €+ s")a=—1(*u*)/=é(2*+”f i )_—;"ir—? et de méme

s(])=s(%(ﬁ—2§))=—é( V-2 ¢ »——( o 2 )/- (2+ 2+ f) _?; —:1; et la matrice des
14

dans la bas{eT,J?) est don 2 .| ce qui fait gu’on ne reconnait plus du tout l'idéesymétrie ! En fait
3 3

il est infiniment préférable pour représenter uyraétrie par une matrice d’utiliser une base cowadpnt a
cette symétrie : s'il s'agit de la symétrie papport au et suivant la direction de, il semble plus logique

-

d’utiliser la base(u v) plutét que la bas(i ] ) qui N'a rien a voir avec la symétrie envisagée.

H-111. Pourquoi ne peut-on pas toujours utiliser la « bonne » base ?

Si on utilise dans le méme probléme (pas au seoge®hent scolaire mais au sens d’'une situatiolerée
traiter) deux symétries qui n’ont pas les mémeséids de référence, on ne pourra pas trouver seda
convienne aux deux... et fatalement au moins l'uee deux symétries devra se plier aux éléments de
référence de l'autre.

Par exemple, on donr(e;,j) une base d&/, et deux symétriess symétrie par rapport §+T suivant la

direction deT—T et s, symetrie par rapport QT+T suivant la direction dé + ZT .

Choisir une base et définir la composé&ge S, par sa matrice dans cette base.

u=i+] U, =2i+] .
On poseB< . . _ etB,q ° _ _..B etB, sontdes bases... dar, la matrice des est
i—] vV, =1+2]

<
I

M, =[5 ) et dansB, celle d im, =+ °
= et dansb, celle des, es = .
o -1 ? > 20 -1

L'ennui c’est qubn ne peut pas les multipligsarce qu’elles ne sont pas définies dans la mése ba
soit il faut exprimer la matrice dg dans B, soit il faut exprimer la matrice ds, dansB, ... soit encore

exprimer les deux matrices, d& et B, dans une base commune comme par exemple Ia(baj%e.. d’ou

lintérét de savoir « changer de base » c’estaudlitiser les « matrices de passage » P el Q et Q.
1 1

| | : - (101 - | 2 2
Ici, P matrice de passage de la b&ea la base(l, j) est 1 -1 sa réciproque Pest 1 et de

2

2
A : . - = 2 1
méme, Q matrice de passage de la lBsa la base(l v ) est 1 2 sa réciproque tlgest 1
3

5

Dans la baséiij) on peut écrire qus, o S, a pour matrice P*.M,.P . Q*.M, Q= 3

s en bass(T ]) s, en baéi’e]'),

Ceux qui demandent des exercicler
supplémentaires peuvent toujours faire |
calculs pour vérifier qu'ils arrivent au mém
résultat..
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H-IV. Pour s’entrainer...
On donne(f,f) une base d&/ et deux symétriess symeétrie par rapport 371—17 suivant la direction de
ZT—T et s, symetrie par rapport §+T suivant la direction dé—T .
. Choisir une base et définir la composé&go S, par sa matrice dans cette base.
. Déterminer tous les vecteurs dont I'image pare S, est le vecteur nul.
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