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TRIGONOMETRIE CIRCULAIRE

A.Rappels et compléments sur arcs et angles orient  és

A-l. Les notions d'arc de cercle

Expérience n°L :

Une roue tourne autour de son axe. Un crayon fixé a la roue laisse une trace sur une feuille de
papier en formant un arc de cercle. Si la roue tourne un peu sans qu’on la voit, on peut observer
sur la feuille un arc géométrique : on ne sait pas dans quel sens a eu lieu le parcours mais on sait
guelles sont les extrémités de ce parcours et quelle est la partie du cercle qui a été parcourue.

Expérience n2 :

On utilise a nouveau une roue, mais cette fois le crayon ne marque sur le papier qu'au début et
a la fin du mouvement de la roue, les deux marques étant différentes pour le départ et pour
larrivée. L'observateur qui ne posséde comme information que ces enregistrements est en
présence d’un arc orienté. Il connait le départ et I'arrivée du trajet mais ne sait ni dans quel sens la
roue a tourné ni si elle a fait un ou plusieurs tours.

Définition : Soit (C)un cercle, A et B deux points de ce cercle...
1. On appelle ARC GEOMETRIQUE toute partie du cercle (C) dont les extrémités sont A et B.

2. On appelle ARC ORIENTE de A vers B I'ensemble de tous les trajets qui, en suivant le cercle
(C) vontde A a B.

o | A -

Remarques :
Si A et B sont deux points d'un cercle (C) il existe deux arcs géométriques sur (C) d’extrémités
A et B...en général I'un plus petit que l'autre sauf si les points A et B sont aux extrémités d’'un

diameétre. La notation usuelle AB est donc dangereuse, elle désigne 'un des arcs géométriques
entre A et B, et si on souhaite davantage de précision on est conduit & préciser un point de cet arc

(autre que l'une des extrémités) afin de lever 'ambiguité. On utilise aussi parfois le code AB pour
désigner le plus petit et AB pour désigner le plus grand arc géométrique

Par contre, si A et B sont deux points d’'un cercle (C), il n’existe qu’un seul arc orienté de A
vers B puisque cet « arc » regroupe tous les trajets, quel que soit leur sens, qui en suivant le

cercle vont de A & B et il n’y a donc aucune ambiguité a écrire ABpour désigner cet arc.

A-ll. Mesures des arcs

a. Cas d’'un arc géométrique
La mesure d’'un arc géométrique - c'est a dire une partie d'un cercle - qu'il s'agisse du petit arc
ou du grand arc est le quotient de sa longueur par le rayon du cercle sur lequel il est chaisi.

S'’il s’agit d'un petit arc, sa mesure est donc comprise entre 0 et p et s'il s’agit d’'un grand arc,
sa mesure est entre p et 2p .




IUT Orsay Cours du

Mesures Physiques 1 semestre

20R
-

En particulier, un cercle entier a pour mesure... . ce qui fait 20 . De méme, un demi

cercle mesure p, un quart de cercle mesure % etc..

Cette mesure est dite mesure en radians. Comme le nombre p n’est pas trés facile a manier,
on a longtemps préféré utiliser pour la mesure d’'un demi cercle un nombre qui se divise bien par 2,
par 3, par 4, par 5, par 6...et par 10 : cela a conduit a choisir 180 pour mesurer un demi cercle et
cette mesure est dite en degrés. Attention a bien comprendre que le choix de la mesure en degrés
n'est pas logique, c’est seulement une commodité de calcul.

La conversion d'une mesure a I'autre se fait par proportion :
mesure en degrés mesure en rad
180 p

et en particulier |1 (en degrés;l%o (en radia

b. Cas d'un arc orienté

Pour un arc orienté AB, on commence par choisir parmi tous les trajets qui vont de A a B en
suivant le cercle celui qui est le plus court et, au cas ou les deux points A et B sont aux extrémités
d'un diamétre, on choisit le trajet correspondant au sens « contraire a celui des aiguilles d'une
montre ». La mesure principale est alors le nombre tel que :

sa valeur absolue est la mesure du petit arc géométrique AB

son signe est + si le trajet de A & B va dans le sens « contraire a celui des aiguilles d’'une
montre » et - dans le cas contraire

Les autres mesures de I'arc orienté AB se déduisent de la mesure principale en additionnant
ou en retirant autant de fois qu’on le souhaite la mesure d’un tour entier... c’est a dire 2p .

Remarques : Si @ désigne la mesure principale d'un arc orienté et & une mesure quelconque
de ce méme arc,on a:

-p< atp.
b=a +k.2p ou k estun entier relatif.
A-II. Angles géométriques et angles orientés

La notion d'angle est évidemment liée a la notion d’'arc mais ce lien n'intervient que par
lintermédiaire de la mesure. Tant qu'il ne s’agit que de définir les objets « angle géométrique » et
« angle orienté » on n’utilise pas les arcs mais seulement la notion de « dessins superposables ».

Soient, dans le plan P, [OX) et [Oy) deux demi droites de méme origine O :

'ANGLE GEOMETRIQUE xOy est 'ensemble de toutes les PAIRES de demi droites dont
le dessin peut étre superposé a la PAIRE {[Ox);[ O))} par glissement DANS le plan
'ANGLE ORIENTE (Ox Oy) est l'ensemble de tous les COUPLES de demi droites dont le
dessin peut étre superposé au COUPLE ([Ox);[ oy) par glissement DANS le plan
Remarque : Si A et B sont des points respectivement situés sur [OX) et [Oy) et si on pose
u=O0A et v= OB, lIangle orient¢ (Ox Oy) peut étre noté (u;v) ou bien (OA‘ OB) ce qui

expliqgue qu’on I'appelle aussi « angle de vecteurs ».
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A-IV. Mesures des angles

a. Cas d’'un angle géométrique

Soit XxOy un angle géométrique, on trace un cercle de centre O, qui coupe [OX) en A et [Oy)

en B. On appelle mesure de I'angle XOy la mesure du petit arc AB (...toujours du petit arc,
jamais du grand arc).

Cela signifie en particulier qu'un angle géométrique n'a qu’une seule mesure et que cette
mesure est toujours comprise entre O et p ...

On peut se représenter un angle géométrique comme un « grand compas de tableau » (ceux
gu’on trouve encore dans quelques établissements scolaires ou la rigueur budgétaire et la folie du
modernisme n’a pas trop frappé€) : ce grand compas peut étre tout a fait fermé (ce qui correspond
a I'angle nul, on peut I'ouvrir de plus en plus pour obtenir I'angle droit, puis I'angle plat... et alors si
on continue a « l'ouvrir », en fait on le « referme » de l'autre c6té si bien qu ‘on retrouve I'angle
droit puis I'angle nul. La plus grande ouverture est celle qui correspond a I'angle plat et justement
'angle plat mesure p !!!

b. Cas d’'un angle orienté
Soit ([Ox);[ Oy)un angle orienté, on trace un cercle de centre O, qui coupe [OX) en A et [Oy)

en B. On appelle mesure de 'angle ([OX);[ O))) toute mesure de l'arc orienté AB.

Cela signifie en particulier qu’un angle orienté a une infinité de mesures, dont une et une seule
se trouve dans l'intervalle |- p;+ p] ... et que I'on appelle mesure principale.
Question pour voir si c’est compris :

Est-il raisonnable de parler d’'un angle positif ? ...Si la réponse ne vous parait pas claire,
demandez-laen TD!

A-V. Angles et transformations géomeétriques

On se rappelle avoir appris au lycée que :

1. Tout angle géométrique est conservé par les symétries orthogonales, les translations, les
symétries centrales, les homothéties, les rotations et les similitudes.

2. Tout angle orienté est transformé en son opposé par une symétrie orthogonale et est
conservé par les translations, les symétries centrales, les rotations, les homothéties et les
similitudes.

En conséquence, lorsque deux droites paralleles D, et D, sont coupées par une sécante D on

voit apparaitre plusieurs dessins du méme angle, dessins tels qu’on passe de I'un a l'autre par une
transformation géométrique élémentaire (translation, symétrie centrale ou composée des deux)...
et le langage traditionnel nomme ces dessins de la fagon suivante :

passage de I'un a l'autre par une symétrie centrale : angles opposés par le sommet
A Da

D2
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passage de l'un a l'autre par une translation : angles correspondants

passage de I'un a l'autre par symétrie centrale et translation : angles alternes internes ou
alternes externes suivant qu’ils soient «dans » la bande limitée par D, et D, ou a

I'extérieur de cette bande.

Vi D, A

5

A\ D

D
2 LN 2
AN >l<

Remarque : Le vocabulaire « internes » ou « externes » n'a de sens que si on peut définir un
« intérieur » et un « extérieur » et c’est la cas pour une bande limitée par deux droites paralleles
mais cela n’a aucun sens sinon.

B. Définition des fonctions trigonométriques

B-I. Cercle trigopnomeétrique, sinus et cosinus

Le plan étant muni d’un repére orthonormé (O, i, j)on appelle

cercle trigonométrique le cercle de centre O, et de rayon 1. On
appelle A le point de coordonnées (1:;0) et B le point de
coordonnées (0 ;1)

Soit M (X; y) un point du cercle trigonométrique, C et S les

projetés orthogonaux de M sur les axes du repere. On appelle
a une mesure quelconque de I'angle orienté (OA‘ OM) et on

I cos@ )= X
pose par définition e

_sin@) _y
sin@)=y tan@ )= cos@) X

—

Remarques immédiates :
cos@) et sin@) sont toujours entre -1 et 1 (bornes
comprises)
Suivant le quadrant dans lequel on se place on connait le
signe de cos@ ) et de sin@). (Quadrant n'est pas une

faute d’orthographe, allez voir dans un dictionnaire... c'est
ici un mot créé sur le préfixe «quadri» comme dans
guadrilatére ou quadrimoteur ou quadragénaire ou
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guadrupéde... car on coupe le plan en quatre parties et cela n’a rien a voir avec le cadran
d’'une montre !)

Comme les angles géométriques d’un triangle rectangle ont des mesures comprises entre 0

et % on est sr que leurs sinus, cosinus et tangente sont positifs... on peut les calculer en

utilisant des longueurs au lieu des mesure algébriques, et c’est bien ce qui a été fait au
college ou on a appris que :

Dans un triangle rectangle, si & désigne la mesure d’'un angle aigu...

Cote aorljacer sin@)= Cote o!opos tan@ )= Cote opposé
Hypoténuse Hypoténuse Coté adjacer

cos@ )=

Propriétés
On appelle S le cercle trigonométrique (centré a 'origine O du repére, de rayon 1, orienté dans le
sens « direct ») ou on pose A(1 ;0) et B(0 ;1)
Théoreme d’existence :
Quel que soit le réel a il existe un point M et seul sur S tel que & soit une mesure de

AM et a est alors une mesure de I'angle orienté (OA OM)
Quel que soit le point M sur S, il existe un réel a et un seul dans |- p;+ p] qui soit une

mesure de AM , c’est la mesure principale de I'angle orienté (OA OM)

Quel que soient les réels a et b tels que a*+b’=1 il existe un point de S dont les
. L ) cos@ )=a

coordonnées sont a et b donc il existe un réel a tel que .
sin@)=b

Propriété métriqgue fondamentale

Quel que soit le réel @ on a toujours la relation cos @ )+ sirf & )= 1 puisque cos@ ) et
sin(@) sont les coordonnées d’un point situé a exactement une unité de l'origine.

Valeurs remarquables

En utilisant les cas particuliers (triangles isocele-rectangle et triangle équilatéral), on démontre dées
le college que les sinus cosinus et tangente des angles « usuels » ont des valeurs faciles a
calculer... et quil faut impérativement connaitre par coeur. Lors du premier controle de
mathématiques, il se pourrait fort bien que la démonstration de l'une de ces valeurs soit
demandée. Ces valeurs sont résumeées ci-dessous.

a = (en degrés 0) 30 45 60 90
a8 = (en radians 0 E E E E
6 4 3 2
cos@ )= 1 ﬁ ﬂ 1 0
2 2 2
sin@)= 0 1 Q ﬁ 1
2 2 2
tan@ )= 0 g 1 J3 Non définie




IUT Orsay Cours du
Mesures Physiques 1* semestre

B-II. Formules de symétrie

On apprend a utiliser les symétries au collége et en seconde, I'application a la trigonométrie
(avec des angles orientés) donne alors des résultats faciles & mémoriser parce que ces propriétés
sont tres visuelles.

a. Symeétrie par rapport a I'axe des abscisses

costa F cosg

sin-a)=- sin@g)

tanta F- tang )

Cela peut aussi s’exprimer en disant que cosinus est une
fonction paire alors que sinus et tangente sont des fonctions
impaires.

Comme le cosinus est inchangé, on dit souvent que c'est la
symétrie du cosinus

b. Symeétrie par rapport a I'axe des ordonnées

Cospp- aF- cof

. . “et par conséquent tanp - a - tan& )
sinp- a)= sin@)

Comme le sinus est inchangé, on dit souvent que c'est la
symétrie du sinus

c. Symétrie par rapport a l'origine

cos@+p )=- co
_ @*p) _ =t et par conséquent tan@ +p )= tang )
sin@+p)=-sin@)

Comme la tangente est inchangée, on dit souvent que c’est la
symétrie de la tangente

d. Symétrie par rapport a la diagonale
principale

cos%- ay sing 1

tan@ )

et par conséquent tan(’%- ar
sin(%- a)y cosé

On dit parfois que c’est la symétrie « d’échange ».

B-III. La premiere formule d’addition

Il s’agit de la formule cos@- b cosé ).cod§+ sirgd ).siry
Cette formule s’obtient rapidement en calculant de deux facons différentes le produit scalaire
cos@) . cosp)

e

sin(@) sinb)

de deux vecteurs unitaires U et v de coordonnées respectives

10
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Hu” M .cos(u,v)= cosé- b q
cos@).cosl ¥ sind ).sirlg

A partir de cette formule, en utilisant les symétries et les méthodes algébriques élémentaires on
construit tout un formulaire. L'idéal serait que ce formulaire soit totalement mémorisé, il est
nécessaire de connaitre au moins par cceur les formules d’addition.

'ou : cos@- bF cosé).codft sird ).siry

uv=

C.Formulaire

C-l. Formules d’addition C-II. Formules de duplication
cos@+b)= cos@).codf ) sirg ).siri( 2.cod @) 1
cos(a)= co$d) sihd
cos@- b cosé ).cod§d sird ).siry 1- 2.sif @)

sin(@a+b)=sin(@).cosb } sinb ).cod

sin(2a)= 2.sin@ ).cosd

sin(@- b)= sin(@).cospy sinb ).co

tan@)+ tanp)
1- tan@).tanb tan(2a)= 2.tan@)
tan@)- tanp) 1- tarf @)

tan@+b)=

tan@- by :
1+tan@).tanb |
C-lll. Expressions en fonction de « la tangente de  I'angle moitié »
, a, a
On pose t = tan(%) et on obtient en remarquant que a ZE +E :
1-t? . 2t t
= sin@) = tan@)=

cos@) e @) o0 @) T

C-IV. Transformation de produit en somme : linéaris  ation

cos@).cosl = |. co"d+b ¥ cos- b
:

sin(a).sin©)=% [ cosa- b) cos¢ b,

sin@).cosb ):% [ sing- b} sing b))

11
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C-V. Transformation de somme en produit : factorisa  tion

+b a-b
cos@)+ cosb F 2.005?(2— ).co&?
cos@)- cosb ¥ - 2.sin?;—b ).sin?-z—b

sin@)+ sinp)= 2.sin?;b ).cost b

2
. . + . a-
sin(@)- sinb F 2.cos%b ).sm%b
C-Vl. Dérivées des fonctions trigonométriques
En considérant que X est la variable exprimée en radians, on obtient :
1
coglx )=- sink’ sind(x) = cosf tantx)= 1+ tad & F———
)= sing x)= cos ) ) “F ooz

D. Résolution des équations trigonométriques

Au fait, le verbe « résoudre » se conjugue bizarrement :

| je résous, tu résous, il (elle ou on) résout, nous résolvons, vous résolvez, ils (ou elles) résolvent

D-I. Les cas typiques
a. Equation cos)= cosk, ou x estlinconnue

En raison des symétries,ona X=X, +Kk2p ou x=-x+ k2p (ou k estun entier)

b. Equation cos(x)=a ou x est I'inconnue
On distingue deux grands cas totalement différents :
soit |aj £1 et on peut trouver un réel X, tel que cos(, )= a si bien que I'équation est du
type précédent et qu’on sait comment la résoudre,
soit [a] >1 et I'équation n’a aucune solution.
c. Equation sin(x)= sin(x, ) ou x est l'inconnue
En raison des symétries, ona X=X, +K2p ou Xx=p - %+ k2p (ou Kk est un entier)
d. Equation sin(x)=a ou x est l'inconnue

On distingue deux grands cas totalement différents :
soit |a| £1 et on peut trouver un réel X, tel que sin(x,)= a si bien que I'équation est du type
précédent et qu’on sait comment la résoudre,
soit [a] >1 et I'équation n’a aucune solution.

e. Equation tan(x)= tan, ; ou x est lI'inconnue

En raison des symétries, ona X =%, + kp (ou k est un entier)

12
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Il existe toujours un réel X, tel que tan(x,)=a donc I'équation se transforme toujours en
tan(x)= tang, ) et on sait comment la résoudre :

D-II. Exemples

a. Résolution de cos(X )= cosg-%

. P - P Y 4 _ P
Ona 3x=x- =+ k. 3X=-x+ =+ k2Zp dou x=-=+ Kk, Xx=—+k=
na 2 20 ou 2 2p d'ou 3 L ou 16 5
b. Résolution de sin(3x)= sin(2<+% j
Ona 3x=2x+%+k.20 ou 3X=p - 2% /—é+ k.20 d'ou x=%+k.2,0 ou X=%+k.2?’0

c. Résolution de sin(x)= cos(2<+%

On utilise la symétrie d’échange pour n’avoir que des sinus ou que des cosinus... par exemple,

I'équation peut s’écrire cos%- XF Cos(§!+£6 et aprés on sait résoudre :

P P P P - P 2p 2p
Ona =- 3x= 2x+ =+ k. —-3x=- 2% = kp dou x="—=+k—ou x=—+k.
na > 5 2p ou > s 2p dou 15 ou 3 20

5

E. Quelgues compléments

E-I. Périodes des fonctions trigonométriques

Rappel : On dit qu'une fonction f: ®  est périodique de période T lorsque, pour tout X
de I'ensemble de définition de f,onaalafois f(x+T)= f(X) et f(x-T)= (X .

On sait d’apres leurs constructions que sinus et cosinus ont pour période 2p et que tangente a
pour période p et on en déduit :

X  sin(ax+ b) a pour période >
a

X  cos(@x+ b) a pour période >
a

X  tan(ax+ b) a pour période P
a

Lorsqu’on cherche la période d’'une somme de fonctions trigopnométriques, on doit rechercher le
plus petit multiple commun aux périodes des différents termes de la somme.

Par exemple, si f(X) =cos(4x+ 1yt sin(&- 2la périodede f est p.
E-Il. Compléments géographiques

Les géographes utilisent, pour repérer les points sur la terre, les coordonnées « latitude » et
« longitude ». Il est bon de savoir ce que c’est et « comment ¢ca marche ».

13
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a. Notion de grand cercle sur une sphére

On appelle grand cercle sur une sphere les cercles les plus grands qu'on puisse obtenir en
coupant la sphere par un plan. Ces cercles ont toujours leur centre au centre de la sphere.

b. Paralléles et méridiens

Les paralleles sont les cercles obtenus en coupant la terre par des plans paralléles au plan de
I'équateur. Les paralleles ne sont pas tous des grands cercles... seul I'équateur en est un.

Les méridiens sont les cercles obtenus en coupant la terre par des plans contenant les deux
poles. Les méridiens sont tous des grands cercles.

c. Repérage d’un point sur la terre

Si M est un point sur la terre, il est sur un paralléle et sur un méridien.

La latitude de M est la mesure de I'angle géométrique entre le vecteur représenté du centre de
la terre au point M et la projection de ce vecteur dans le plan de I'équateur : tous les points d'un
parallele ont la méme latitude. Pour distinguer les points situés dans I'hnémisphere Nord de ceux
situés dans I'némisphére Sud on précise latitude Nord ou latitude Sud.

La longitude est la mesure de I'angle géométrique entre la projection dans le plan de I'équateur
du vecteur représenté du centre de la terre au point M et un vecteur de référence choisi dans le
plan de I'équateur du centre de la terre a un point arbitraire. Suivant que I'angle géométrique soit
représenté a I'Est ou a I'Ouest du point de référence on précise longitude Est ou longitude Ouest.
Les points d’un méridien n'ont pas tous la méme longitude, si un point d’'un méridien a pour
longitude L[Est], un autre point du méme méridien peut avoir pour longitude (180-L)[Ouest]...

Comme le repérage est fondé sur des angles géométriques, il n'y a jamais de mesure
supérieure a 180°

E-III. Exercices d’entrainement

a. Résoudre les équations

1. cos(x-%)= cos(4« 2. sin(LgX)=sinQ<+%) 3. cosg).cos(x F cosg

b. Valeurs exactes

1. Démontrer que Cosé ):g et en déduire la valeur de Sin(%)
2. En utilisant la formule cos(2a )= ..déduire del. la valeur exacte de COS%) puis de cos%)

3. Sionsaitque al [30;50[ et que cos@ )zg quelle est la valeur de sin@) ?

c. Formules

A partir des formules d’addition, comment peut-on démontrer les formules de transformation de
produit en somme ? Et celles de transformation de somme en produit ?

Résoudre les équations :

1. cos(X M cos(X F cogg 2. cosf)- cos(% ¥

3. 2.cod k) 5.cos( - 4. sin(x)+ sin(4x )+ sin(& = (

14




